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Uber zugeordnete Funktionen
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Unter dem Begriff zugeordnete Funktionen werden im folgenden solche Funktionen unter-
sucht, die aus einem Satz von Eigenfunktionen eines hermitischen Operators durch eine
lineare Transformation hervorgehen. Es wird ein zugeordnetes Variationsproblem diskutiert.
Fiir gegebene Symmetrien des Operators bieten sich dabei spezielle Transformationen an,
die in allgemeiner Form behandelt werden. Die Diagonalisierung der zugehorigen Energie-
matrix wird besprochen. Die lokalisierten Funktionen von KostEeR, die dquivalenten Funk-
tionen von HarL und die Wannierfunktionen erscheinen in diesem Zusammenhang als Spezial-
falle. Auf die Verwendung der zugeordneten Funktionen fiir Probleme der Quantenchemie
wird hingewiesen.

The notion associated functions (zugeordnete Funktionen) means in the following functions
resulting from linear transformation of a set of eigenfunctions belonging to a hermitian
operator. An associated variational problem is formulated. For given symmetries of the
operator, suitable transformations are treated. The diagonalization of the corresponding
energy matrix is discussed. In this connection, KosTrr’s localized functions, HALL’s equi-
valent functions and WaxNIER’s functions appear as special cases. Possible applications of
associated functions to quantum chemical problems are indicated.

Par la notion fonctions associées (zugeordnete Funktionen) on entendra dans ce qui suit
des fonctions résultant d’'un ensemble de fonctions propres dun opérateur hermitique par
une transformation linéaire. Un probléme variationel associé sera discuté. Pour des symétries
données de’opérateur des transformations spécielles s’offrent, qui seront traitées d'une maniére
générale. La diagonalisation dela matrice d’énergie associée sera discutée également. De ce point
de vue les fonctions localisées de KosTER, les fonctions équivalentes de Harr et les fonctions
de WANNIER apparaitront comme des cas spéeiaux. On indique aussi la possibilité d’appliquer
les fonctions associées dans des problémes de la chimie quantique.

Es ist eine erfolgreiche Praxis fiir die Behandlung der Schrédingergleichung
eines Molekiils mit starrem Kerngeriist, ihre Eigenfunktionen aus Eigenfunktionen
einer korrespondierenden Einelektronengleichung zu approximieren, bei der die
Wechselwirkung der Elektronen untereinander stellvertretend durch ein Abschirm-
feld beschrieben wird. Es entspricht andererseits der Natur der chemischen Frage-
stellung, Eigenschaften des Molekiils zuriickzufithren auf Eigenschaften von
Molekiilteilen und die Topologie ihres Zusammenhangs. Demgema kann eine
Methode, bei der die Eigenfunktionen des Molekiils aus solchen Funktionen linear
kombiniert werden, die sich wesentlich auf Molekiilteile beziehen, insofern mehr
als ein Néherungsverfahren sein, als sie dem erwdhnten Bediirfnis in durchsichtiger
Weise Rechnung tragt. Ist es speziell moglich, gleichartige Stellen im Molekiil,
reprigentiert durch gleichartige Molekiilteile mit gleichartiger Umgebung zu finden,
so gewinnt das genannte Verfahren an Bedeutung, da es sich auf gleichartige
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Funktionen, die sich hochstens durch Bezugspunkt und Orientierung der Elek-
tronenkoordinaten unterscheiden, stiitzen kann. Schon auf der Naherungsstufe
des Einelektronenmodells kann das Vorliegen gleichartiger Stellen zum Anla8 fiir
einen entsprechenden Aufbau der zugehérigen Einelektroneneigenfunktionen
gemacht werden. Der in der Ebene trigonal gebundene Kohlenstoff mit unge-
sattigter n-Bindungsvalenz ist ein besonders wichtiges Beispiel eines Molekiilteils,
der gleichartig bei einer groBen Zahl von Molekiilen auftritt.

Gleichartige oder ,dquivalente” Funktionen in Molekiilen sind von LENNARD-
Jongs und PorrLE [4] diskutiert und von Harr [I] speziell hinsichtlich gewisser
Transformationseigenschaften untersucht worden. Von KosTeR [3] ist in Analogie
zum Aufbau der Blochfunktionen aus Wannierfunktionen [§], den dquivalenten
Einelektronenfunktionen des Translationsgitters, gezeigt worden, dal auch bei
allgemeinen rédumlichen Symmetrien des Energieoperators eines Einelektronen-
problems die exakten Eigenfunktionen streng als Linearkombinationen von dqui-
valenten Funktionen interpretierbar sind und daf diese dquivalenten Funktionen
aus einem Variationsproblem gefunden werden kénnen.

Obwohl alle diese Uberlegungen, den linearen Aufbau von Eigenfunktionen
aus dquivalenten Funktionen betreffend, am Einelektronenproblem vorgenommen
sind, wird von dieser Eigenschaft bei der mathematischen Deduktion kein Ge-
brauch gemacht. Die Resultate gelten also auch fir die Losungen eines Mehr-
elektronenproblems. Diese Tatsache legt es einerseits nahe, die Mehrelektronen-
eigenfunktionen eines Systems, wenn moglich, aus dquivalenten Mehrelektronen-
funktionen aufzubauen und so zum Beispiel die exakten Eigenfunktionen eines
starren Molekiils formal zu diskutieren. Verbunden damit gewinnt natiirlich eine
explizite Berechnung von dquivalenten Mehrelektronenfunktionen an Interesse.
Andererseits entsteht die Frage nach dem Zusammenhang einer solchermalen
aufgebauten Losung mit entsprechend zerlegten Eigenfunktionen von Einelek-
tronenmodellen mit dem Zweck einer kritischen Analyse ihres Naherungscharak-
ters. Da das zweite Hiickelsche Néaherungsverfahren in einer Zerlegung der
a-Elektronenfunktionen in dquivalente Kohlenstoff-p,-Funktionen besteht, kann
es als eine Methode der besprochenen Art mit vereinfachenden Annahmen iiber
die dquivalenten Einelektronenfunktionen angesehen werden. Eine Verbesserung
dieses Verfahrens kann in einer verbesserten Approximation der dquivalenten
Funktionen gesucht werden. Die Erweiterung des zweiten Hiickelschen Niherungs-
verfahrens durch Mitberiicksichtigung von p,-Funktionen hoherer Hauptquanten-
zahlen, wie sie von HARTMANN [2] und einem von uns [5] gegeben wurde, ist eine
spezielle Approximation in diesem Sinne. Die Rolle von Kohlenstoffatomfunk-
tionen anderer Rasse (z. B. d-Funktionen) sollte in dem allgemeinen Formalismus
fiir dquivalente Funktionen leicht tiberschaubar sein. Das generelle Studium
dquivalenter Funktionen am zweidimensionalen Graphitgitter mit dem Ziel einer
Ubertragung auf ungesittigte Kohlenwasserstoffe liegt nahe.

Die angeschnittenen Fragen bezeichnen ein Programm, fiir dessen Durch-
fithrung in der vorliegenden Arbeit die mathematischen Voraussetzungen ent-
wickelt werden sollen. Unter erneuter Ableitung von Ergebnissen aus [£], [1]
und [3] wollen wir die erforderliche Erweiterung dieser Ansétze in Form einer fiir
unsere Zwecke geeigneten Gesamtdarstellung iiber ,zugeordnete Funktionen‘
behandeln.
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1. Zugeordnete Funktionen. Definition und allgemeine Eigenschaften

Gegeben seien ein linearer hermitischer Operator 2 und ein Satz von » willkiir-
lich ausgewédhlten linear unabhingigen Eigenfunktionen ywj mit Eigenwerten Hp.
In den beabsichtigten Anwendungen wird ## Energieoperator eines Ein- oder
Mehrelektronenproblems sein und die ¢ als seine Eigenfunktionen werden dem-
nach von den Koordinaten eines oder mehrerer Elektronen abhéngen.

Die Eigenwertgleichungen

%TPk:Elﬂl)k fﬁrk:1,2,---,n (1)
nehmen in der Schreibweise
Y1 E, 0
E
p= 1/:2 ,  B= "
Yn 0 Hy
die Gestalt
Hy = By (2)
an, in der # als n-reihige Operatorenmatrix der Form
H 0
=
0 #

erscheint. Da die Operatorenmatrix 3¢ mit allen ¢-Zahlen-Matrizen C vertauschbar

ist, kann (2) durch Ahnlichkeitstransformation mit einer nichtsinguléren Matric ¢
wegen C1HC = auf die Form

Hyp=Wo (3)
oder ausgeschrieben Hp; = i Wipgp fir ¢ =1, 2, ---, n gebracht werden,
! k=1

wobei zwischen (2) und (3) die T_Jmformungen gelten
=g = Cly, W=C1EC . (4)

@1, Py ***, Pn nennen wir einen den Eigenfunktionen vy, y,, -+ -, y, mittels c
»zugeordneten Funktionensatz*.

Eine Losung des Operatorgleichungssystems (3) besteht also in einem Satz
von Funktionen ¢; und Zahlen Wi mit den Indexwerten ¢, k=1, 2, ---, n.
n linear unabhingige Losungsfunktionen g; stellen einen zugeordneten Funktionen-
satz dar, da dann eine nichtsingulire Matrix C existiert, die nach (4) die Trans-
formation auf » Eigenfunktionen und Eigenwerte ermoglicht.

Der zweite Teil unserer Behauptung gilt, da sich zeigen 1aBt, dal zu jedem
linear unabhingigen Losungssystem ¢; ein Zahlensystem W;; gehort, das einer
auf reelle Eigenwerte diagonalisierbaren Matrix W entspricht. Eine Einsicht in
diesen Sachverhalt dient gleichzeitig der Formulierung eines dem Gleichungs-
system (3) dquivalenten Variationsproblems.
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Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Moglichkeit einer Ahnlich-
keitstransformation einer Matrix Z auf reelle Diagonalform ist [10], daf Z = XY
als Produkt zweier hermitischer Matrizen X und Y dargestellt werden kann, wovon
eine die Eigenschaft hat, eigentlich positiv definit zu sein. Um diese Zerlegung in
unserem Fall nachzuweisen, verwenden wir

die Uberlappungsmatrix S = 8" mit S;p= (@i, pr); sie ist wegen der linearen
Unabhingigkeit der ¢; nichtsingulér, besitzt also eine inverse Matrix S, und S
sowohl wie 81 sind eigentlich positiv definit,

sowie die Matrix des Operators #°: H = H' mit Hyp = (i, # r).

Das Gleichungssystem (3) fithrt durch Linksmultiplikation mit den ¢; und
Integration auf

H=8W,
wenn unter W die zu W transponierte Matrix verstanden wird; damit ist aber
W = §-1H in der geforderten Weise zerlegt und die Diagonalihnlichkeit von W
und natiirlich auch die von W nachgewiesen.

Aquivalent zu dem Gleichungssystem (3) ist ein Variationsproblem, das sich
wegen spur ¥ = spurlW = spurI7V = spur S71H und mit den eingefiihrten Bezeich-
nungen in der Form ergibt:

spur S-1H = Zl (S"l)m ((Pi:v%(]?k)
i k=
= stationdr unter den Nebenbedingungen (p;, pr) = Six » (5)

wobei die vorgegebenen Zahlen S;; Elemente einer hermitischen, eigentlich positiv
definiten Matrix S seien.
Die Variation nach den g; liefert nimlich

g—lyf(p = I/?(p ,

wobei die Zahlen Wik, die Lagrangeschen Variationsparameter zu den Neben-
bedingungen, ebenso wie die S;z Elemente einer hermitischen Matrix sein miissen.

Durch Linksmultiplikationen mit S ergibt sich das urspriingliche Gleichungs-
system (3)

Ho=Wp,

wobei sich zeigt, daBl die Matrix W zwar nicht hermitisch, aber von der Form
W = SW sein muB und insofern durch die geforderte Uberlappungsmatrix S mit-
bestimmt wird.

Dariiber hinaus findet man aus Six = (@4, i) und (4), falls die Transformation
C auf orthonormierte Eigenfunktionen fithren soll, den Zusammenhang

Cto =81 | (6)

Bei fostgelegten Nebenbedingungen, d. h. gegebener Uberlappungsmatrix S
sind also die einem Satz von Eigenfunktionen zugeordneten Funktionen nur bis
auf eine unitire Transformation, d. h. die Transformationsmatrix nur bis auf eine
Matrix D mit der Eigenschaft DTS*-1D = §*~1festgelegt, und die Transformations-
matrizen ¢’ und C, welche man aus der Diagonalisierung von W' bzw. W erhilt,
stehen zueinander in der Beziehung ¢’ = CD. Es sei noch darauf hingewiesen,
daB der Forderung spurS~1H = Minimum mit den Nebenbedingungen von (5)
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diejenigen zugeordneten Funktionen entsprechen, die zu den » tiefsten Eigen-
werten gehdren. Falls die Matrix S der Einheitsmatrix gleichgesetzt wird, lautet
das Variationsproblem

spur H = stationér mit (p;, gr) = Six, (7

und die Variation fithrt unmittelbar auf die Gleichung (3) mit hermitischer
Matrix W.

2. Zugeordnete Funktionen bei Eigenwertproblemen mit Symmetrie

Es liegt im wesentlichen an der Anpassungsfahigkeit der einem Satz von Eigen-
funktionen zugeordneten linear unabhéingigen Losungen eines Gleichungssystems
(3) an Besonderheiten in der Struktur des Operators 3, dafl eine Diskussion eines
Eigenwertproblems (2) auf dem Umweg iiber oder in Verbindung mit (3) Vorteile
bringen kann. Rein formal beinhaltet diese Anpassung eine geeignete Festlegung
der unitiren Transformation D neben geeigneter Wahl von S. Im besonderen ge-
stattet das Bestehen einer Symmetrie, die Vertauschbarkeit des Operators 5 mit
den Elementen einer Symmetriegruppe &, eine in mancher Hinsicht interessante
Spezialisierung des (leichungssystems (3) bzw. des Variationsproblems (5), die wir
jetzt untersuchen wollen. Fiir das folgende sei & die Symmetriegruppe von 5.

Nehmen wir an, daB der Satz von Eigenfunktionen yy in bezug auf die Sym-
metrieoperationen aus & abgeschlossen sei. Dies ist beispielsweise garantiert,
wenn mit einer Eigenfunktion zum Eigenwert H auch alle linear unabhingigen
Eigenfunktionen zum selben Ej; dem ausgewdhlten Satz angehéren. Die Higen-
funktionen induzieren dann eine Darstellung I" von &, und es gibt eine Zerlegung
der Form

= 2: al® . (8)

Dabei kennzeichnen die I'® irreduzible Darstellungen von ® und die ganzen
Zahlen z; die Haufigkeit, mit der sie in I" auftreten. Da Eigenfunktionen sich
grundsitzlich nach den irreduziblen Darstellungen klassifizieren lassen, liegt
folgende Umbenennung auf der Hand:

()]
YE— Yif

M
Ey— Ej

Hier unterscheiden die Indizes

wobeii =1, ,m, =1, -, zzund Il =1,---,%

¢ die Basisfunktionen in einer irreduziblen Darstellung,
j die Basisfunktionen verschiedener dquivalenter Darstellungen,
[ die Basisfunktionen indquivalenter Darstellungen.

Es gilt Z ny 2 = n, wenn n die Dimension der Darstellung I ist. Nehmen wir
zufalhge Entartungen aus, dann gelten die Orthogonalitédtsrelationen
Wi?: %l’ly)’) - 697 6ll’ (%»1/)3)) . (9)

Da der Satz von Eigenfunktionen ¢{? einen Raum aufspannt, zu dem die zuge-
ordneten Funktionen als neue Basisvektoren anzusehen sind, ist I" auch die von
diesen Funktionen induzierte Darstellung. Andererseits sind die ¢; aber nicht
wie die ¢? a priori an die Zerfallung (8) adaptiert, und in den zugehérigen Dar-
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stellungsmatrizen wird diese Zerfillung dann erst nach einer Ahnlichkeitstrans-
formation sichtbar. Die zugeordneten Funktionen dagegen konnen, wenn & eine
Gruppe von Deckoperationen im Raum bezeichnet, zu Reprisentanten &qui-
valenter, d. h. durch Symmetrieoperationen ineinander iiberfithrbarer Raum-
punkte gemacht werden, deren Existenz ja fiir das Bestehen der Symmetriegruppe
verantwortlich ist, und sie kénnen insofern neben der Geometrie des Problems
weitere wertvolle physikalische Informationen reprasentieren. Einen solchen Sach-
verhalt spiegeln mit den Funktionen auch ihre Darstellungsmatrizen wider, wie
zunichst ohne Bezug auf das Eigenwertproblem besprochen werde.

mg Funktionen ¢{) mit ¢ =1, -+, m, seien Basisfunktionen eines Dar-
stellungsraums zu einer irreduziblen Darstellung 9@ einer Untergruppe Ul von &.
Dann gilt die Beziehung

3

q

ARCAY S (10)

e

%(p(l)

LF

7

dabei sei % ein Symmetrieoperator aus U; d(@ (%) sei die Darstellungsmatrix zu
% von y@. Zur Erweiterung der Darstellung »@ von U auf eine solche von &
sollen folgende Festsetzungen gelten:

Die Ordnungen von 1l und & seien ¢’ und g¢;

No=1U %, -, Ny mit s = ﬁ seien die Linksnebenklassen von 1.

Zu ihrer Erzeugung, 9, = 92 1, durch Lmksmultlphkatlon mit Gruppen-
elementen %, aus & sei ein geelgneter Satz %y, =&, Ry, +++, As ausgewihlt.
Ferner seien dle aus ¢V durch Anwendung der Gruppenoperationen %, entstehen-

den Funktionen
¢ =R, 9" (11)

voneinander linear unabhiingig; eine Forderung, die immer erfiillbar ist mit
Funktionen ¢, welche geniigend allgemein sind, d. h. denen gewisse Trans-
formationseigenschaften beziiglich solcher Gruppenoperationen aus &, die nicht
zu 11 gehdren, per definitionem nicht zukommen.

Die n = mys Funktionen ¢{ induzieren eine Darstellung I" von & der fol-
genden Gestalt:

R (p(,u) Z Z D(m) (12)
Dabei ist Z ein allgemeines Gruppenelement aus ®.

D) () ist Teilmatrix der in s gleich breite Horizontal- und Vertikalstreifen
aufgeteilten Matrix D (%) im Kreuzungsfeld des Horizontalstreifens p und des
Vertikalstreifens v.

In dieser schachbrettartigen Einteilung der Darstellungsmatrizen D(%#) von I'
zeigt sich eine Besonderheit, die der Vergleich von (12) mit einer Gleichung ergibt,
in der (10) und (11) und die eindeutige Schreibung eines Elementes %, als Links-
nebenklassenelement von W, %, = %, ¥ beniitzt wird:

m

q
,@(p(”) ‘%'@”% . gg %9‘0(1) — Zl d%) (%) 99§'”’) .

@' ist dabei durch die Bedingung %, Z%, = Element aus 1l zu jedem % und u
festgelegt. Es mul also gelten
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dP (@) , falls % = #;* % %, Element aus I

0 andernfalls (13)

D () =
U=R; AR, kann bei gegebenem Z fiir verschiedene y verschieden sein. Da
auBerdem zu verschiedenen u verschiedene u’' gehdren — andernfalls wiirde aus
RRy = Ry Uy and B R 1 = Ry Uy f0lgen By Ry = U3" Uy, wnd %, and R,
wiren entgegen unserer Festsetzung Elemente der gleichen Linksnebenklasse —,
erkennt man:

Die Matrizen D (%) der von den ¢{*) induzierten Darstellung I" haben Schach-
brettstruktur mit s* Feldern. In jedem Horizontal- und Vertikalstreifen ist nur
jeweils eine Untermatrix von Null verschieden, und diese ist mit einer der Matrizen
aus p@ identisch.

Wihrend der Funktionensatz ¢ mit ¢ =1, ..., my die irreduzible Dar-
stellung 9@ von U induziert, gibt der Funktionensatz ¢ = %, (pm mit festem y
zur gleichen Darstellung y@ der konjugierten Untergruppe %, 1%, Veranlassung
und kann insofern als dquivalenter Funktionensatz angesprochen Werd_en Die von
den Funktionen ¢ induzierte Darstellung I zeigt in der Gestalt (12) diesen
Aufbau aus Darstellungen zu dquivalenten Untersymmetrien, aber nichts von
ihrem Aufbau aus irreduziblen Darstellungen zur Gesamtsymmetrie. Fiir eine
Zerlegung nach den letzteren hilft der Induktionssatz [7, 6]:

Die ,,von der irreduziblen Darstellung v@ einer Untergruppe U induzierte*
Darstellung I" von ® enthilt eine vorgegebene irreduzible Darstellung I'® von &
ebenso oft, wie I'®, auf die Elemente von U beschrinkt, also als Darstellung
von U, die irreduzible Darstellung »@ von 1l enthélt.

Die Gruppe & des letzten Abschnitts sei im folgenden Symmetriegruppe von#.
Ein Satz von Funktionen ¢, der wie besprochen aus dquivalenten Funktions-
sitzen zu ® besteht, sei nun gleichzeitig ein Satz von zugeordneten Funktionen im
Sinne der zu Anfang gegebenen Definition, d. h. Losung eines Operatorgleichungs-
systems (3). Dazu geniigt es, wenn die » Funktionen ¢{* ein linear unabhingiges
Losungssystem folgender m, Gleichungen sind:

mq

%(p?) _ Z i W(lv)g? ’P(l) mit 5 = 1’ cee,my (14:)

j=1 »=1

denn die tibrigen (s — 1)m, Gleichungen

H PP = Z Z W R, @ mib s =1,--,mg ; p=2,-2,s (14a)
j=1 »=

entstehen aus (14) durch Linksmultiplikation mit £, unter Beniitzung von

R, H = HR,, wenn man setzb

mg s

Wy = 35w pe @, (13
Das Gleichungssystem (14a) beinhaltet also keine zusitzliche Forderung an die
Lésungen ¢ Die Bezichung (15) gestattet die WY aus den W$? zu berechnen,
da die D(’"’)( ») nach (13) aus der Darstellung y(Q) bekannt smd Speziell lie-

fert (13)
dP (R R R, falls #, = #, = &
D;-“];Q) (gﬂ) _ { Oﬂc ( H ) alls #, 1 } _ 5]'19 1591 ’

andernfalls
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und damit ergibt sich in (15) fiir y = »
W = Wgb (15a)

Die fiir zugeordnete Funktionen zu fordernde lineare Unabhéngigkeit kann ebenso
wie fiir das Gleichungssystem (3) in der Bedingung formuliert werden:
Die Uberlappungsmatrix 8 mit S% = (¢!, ¢f")) sei eigentlich positiv definit.
Ebenso wie innerhalb der W% findet man fir die S§” die Moglichkeit der

Berechnung aus den S$?, wenn man die Unitaritéit der Operatoren Z in der Form

7, 69) = Bup, ) = (60, T g
beniitzt. Es folgt dann
mg s
Sp= 3 YS90 D@ @Y (16)

k=1 p=1
speziell unter Beniitzung von (13)
S““‘) S(u) . (16a)

Da die Uberlappungsmatrix hermitisch, also S¢”* = S§* sein mub, ergibt sich
aus (18) fiir die Wahl der S§” die einschrinkende Bedingungsgleichung

s~ Y Z 849 DEv (7,1 . (17)

k=1 g=

Eine mit (17) vertridgliche Wahl ist beispielsweise

S%") = 045 01 (18)
mit der Konsequenz
S%‘j‘” = 6@']' al.w ; (18&)

d. h. die ¢{ bilden ein Orthonormalsystem.

Ebenso wie das Gleichungssystem (14) gegeniiber (3) reduziert erscheint, tritt
fir das korrespondierende Variationsproblem eine Vereinfachung ein. Es lautet
wegen (15a)

Zq i S-H)0 (¢, # pP) = stationir unter den
i, =1 y=1 :
Nebenbedingungen (¢, %) = S5 . (19)

Wird die Annahme (18) getroffen, so wird aus (19)

Z (@, # ¢M) = stationdr unter den
Nebenbedingungen (¢, (P; ) = 6ij 01y - (19a)

Die dem Gleichungssystem (14) bzw. dem Variationsproblem (19) oder (19a)
entsprechenden Losungen sind zugeordnete Funktionen; die Diagonalisierung von
W nach (4) fithrt zu den Eigenwerten bzw. zu den Eigenfunktionen, und diese
gehoren zu den irreduziblen Darstellungen von I', deren Auffindung mit dem
Induktionssatz gelingt.

Ersetzt man in (19) bzw. (19a) die Forderung der Stationaritdt durch die nach
dem Minimum, dann erhilt man auf diese Weise zu jeder in I" enthaltenen irredu-
ziblen Darstellung I'® die z; n; Eigenfunktionen mit den tiefsten Eigenwerten.
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3. Die Diagonalisierung von W

Die Losung von (14) bzw. (19) oder (19a), eine Aufgabe am speziellen Problem,
sei gefunden. Die Auffindung der Eigenfunktionen und Eigenwerte besteht dann
in der Diagonalisierung von W, und diese sei im folgenden diskutiert. Sie geschieht
in zwei Schritten.

a) Wir stellen, am besten mit Hilfe des Induktionssatzes, die Zerlegung (8)
der von den 'g{*) induzierten Darstellung I" in ihre irreduziblen Bestandteile fest.
Fiir jedes in I" vorkommende I'® legen wir bestimmte Darstellungsmatrizen
DO (#) zugrunde, zweckméaBigerweise in unitdrer Form. Mit diesen bilden wir die
Operatoren

gﬂggs% .@Ze DP* (B A . (20)

Die n; Funktionen 3= 2%y, i=1, ..., n;, die durch Anwendung der #¥
mit festem § auf eine beliebige Funktlon y entstehen, bilden [9] (falls sie mcht
identisch verschwinden) jeweils eine Basis fir die irreduzible Darstellung I"®):

n
99%%” =2 DR (B 1P . (1)

Wegen der Eigenschaft von 2 Projektionsoperator zu sein, besteht die all-
gemeinste Moglichkeit, aus den gegebenen ) Basisfunktionen zur i-ten Zeile
von I'® zu gewinnen, in der Bildung von W { fiir allej =14, ...,n;, k=1, ...,
mgundy = 1, ..., s. Natiirlich erhalten wir dabei im allgemeinen zu viele derartige
Funktionen; nur ein Teil davon ist linear unabhéngig. Wieviele das sind, sagt uns
Gleichung (8): Es ergeben sich z; linear unabhingige Funktionen zur i-ten Zeile
von I'®, wenn I'” zymal in I" auftritt.

Wie sich zeigen 1aBt, brauchen wir jedoch gar nicht alle ¢ zu verwenden;
es geniigt vielmehr schon ¢fV), d. h. 2; von den n;* Funktionen Z{ ¢V), j = 1,.
n;. Bei geeigneter Numerierung** kénnen wir

PW=eL, j=1-u, 22)

als linear unabhiingiges Funktionssystem wihlen. Alle itbrigen 2% ¢%) zum
gleichen 4 und [ erweisen sich als Linearkombinationen der Funktlonen (22).

Die Gleichungen (22), (20) und (12) vermitteln eine lineare Transformation
der n linear unabhiingigen Funktionen ¢{* in die 7 linear unabhingigen Funk-

tionen i);

7= 3 5 e 23)
k=1 p=1
oder in Matrixform
p=4Ag (24)
mit yp = (). Die Elemente der nichtsinguliren Matrix 4 lauten explizit
n *
AR = X D @) dg @) (25)

* Nach dem Induktionssatz kommt y(@ zzmal in I'® vor; es mull also ny = mez; sein.
** Fg kann geschehen, daB zundchst fiir ein §/ < 2 9’(1) @) = 0 wird. Da es aber ins-

gesamt z; Werte § mit g’(l) tp(l) + 0 gibt, kénnen wir in dlesem Fall die Reihen der Darstel-
lungsmatrizen D) %) so umnumerieren, da8 die ersten z; Funktionen ﬂ(l) @ nicht ver-
schwinden.



Uber zugeordnete Fanktionen 341

Unser urspriingliches Gleichungssystem (14), (14a) der Gestalt (3) geht durch
diese Transformation iiber in

Hyp—=Eyp, H=AWAL. (26)

b) Mit der Transformation 4 ist die Diagonalisierung von W so weit getrieben,
wie dies durch Ausniitzung der Symmetrie allein moglich ist. Wir haben jetzt
bereits Funktionen %, die zu den verschiedenen Zeilen ¢ der irreduziblen Dar-
stellungen I'® gehéren. Falls jedoch I'® mehrfach in I auftritt, brauchen sie
damit noch nicht Eigenfunktionen y{ von # zu sein; vielmehr werden sich im
allgemeinen Linearkombinationen ergeben:

W = X B @)
oder in Matrixform o
vy=2RBy (28)
mit B = (BJE), By = 8y 6, BYy
Nun gilt aber
v =72 (29)
die rechts stehende Funktion ist wegen #Q # =H#'P) mit yp{) entartet und
gehort zur i-ten Zeile von I'?, ist somit nach (9) gleich ¢¥). Die analoge Gleichung
folgt aus (22) fiir . Wenden wir daher auf

2y
@ _. () (D
pij = _Zl By i pip
=

2, an, so folgt mit (27)

2]

1 21
O OO
21 By pi = 1!21 B3 vy s

=

d. h. wegen der linearen Unabhéngigkeit der 3

i
By, = B, .
Auf Grund unserer speziellen Basiswahl (22) sind also die Matrixelemente von B
unabhéingig von i, B = 0y 6 BY, so daB gilt
2

W= 3 BT . 30)

Durch die Transformation B geht (26) schlieBlich in die Form (2) {iber; es ist
also

E=BEB'=CW(C', (=BA. (31)

B kann somit berechnet werden als Matrix, welche E diagonalisiert. Wegen (30)
ist dabei fiir jede zymal in I" auftretende Darstellung I"? lediglich ein z;-reihiges
Sakularproblem zu 16sen, da der Zeilenindex ¢ nicht in B auftritt. Weil I'® unitér
gewahlt wurde, sind die resultierenden Eigenfunktionen ) auch beziiglich des
Index ¢ orthogonal.
4. Spezialfdlle und Diskussion

Der Zweck der vorstehenden Uberlegungen wurde schon in der Einleitung

kurz skizziert. Wir erhalten bereits behandelte Spezialfille, wenn wir fiir @ die

- identische Darstellung von Ul wihlen. Damit werden aus den dquivalenten Funk-
tionssitzen dquivalente Funktionen, wie sie speziell von LENNARD-JONES, PoPLE

23%
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und HazL behandelt wurden. Wird auBlerdem noch die Untergruppe U mit der
Einheitsgruppe € = { & } identifiziert, so fithrt dies zu dem von KosrERr systema-
tisch behandelten Fall. Von KosTeR angefithrte Beispiele, in denen von dieser
Beschrinkung nicht Gebrauch gemacht wird, liegen nicht im Rahmen seiner
Systematik.
Die genannten Spezialisierungen erhalten wir

1. indem wir setzen ¢i¥ = @™; % ¢® = ¢® fiir alle # aus 1.

2. Wird fiir U die Einheitsgruppe & angenommen, dann ist I" die regulire

Darstellung von & und enthalt als solche jede irreduzible Darstellung von &

ebenso oft, wie deren Grad betrégt. Diese Aussage von BURNSIDE ist ein Spezial-

fall des Induktionssatzes.

Fiir Fall 2 Jauten die Elemente der Matrix 4

12 n *
AP = ;‘D&? (@,) . (32)

Die Matrix (‘/_g_ Ag-”)) ist unitér. Daher ergibt sich nach (26) fiir die Elemente

V(21
von B
—— nl s
By = 5 DYt (@) W DY) @)
vl =1

Nehmen wir ferner unsere ¢® als Orthonormalsystem an,

((pw):‘?ﬁ(’ﬂ)) =0 , (33)
s0 ist gemall (14), (14a)
W — ((p(V),gf(p(v’)) (34)
und damit schliefilich nach kurzer Zwischenrechnung
B = S S X DY7 (9 WO (35)
=

Die Diagonalisierung dieser Matrix mittels B liefert gemal (27) und (22) zu jeder
irreduziblen Darstellung I'® von der Dimension n; n} Eigenfunktionen

n

1/)%) = 1,21 Bg’)’ '@’(L?' ¢(1) 5 ’l/?? = 1: ttt,my o, (36)

von denen jeweils n; zum gleichen Eigenwert EY gehoren.

Gegeniiber diesen Spezialféllen enthilt unsere Betrachtung zundchst den
allgemeinen Formalismus des Kapitels 2 iiber zugeordnete Funktionen, einen
mathematischen Rahmen, innerhalb dessen neben und an Stelle von Symmetriefor-
derungen auch Bedingungen anderer Art eingefiithrt werden kénnen. So kann z. B.
eine entsprechende Struktur des Operators 5# die Einfithrung zweier oder meh-
rerer indquivalenter Sitze von dquivalenten Funktionssidtzen nahelegen, fiir deren
Bezichung zueinander sich aus der Physik des Problems gewisse Annahmen
anbieten. Fir die in Kapitel 2 diskutierten Symmetriebedingungen wird der
Induktionsmechanismus zum Ausgangspunkt der Betrachtung gemacht, und
damit wird es moglich, die Wahl der Untergruppe 11 und ihrer irreduziblen Dar-
stellung 9@ véllig offen zu halten und gleichzeitig die damit zu beschreibenden
Eigenfunktionen zu iibersehen. In Verbindung mit einer von KosteEr abweichen-
den Formulierung des Variationsprinzips werden Aussagen iiber und eine An-
weisung zur Berechnung von zugeordneten Funktionen zu Eigenfunktionen
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bestimmter Rasse mit den jeweils tiefsten Eigenwerten méglich. Die freie Wahl von
1 und 9@ ist dabei von zweifachem Nutzen.

Einmal kann sich die Verwendung von Funktionen mit vorgegebenem Trans-
formationsverhalten beziiglich bestimmter Untersymmetrien im Rahmen einer
Naherung anbieten (z. B. die Verwendung von Atomzustdnden bestimmter Rasse
fir Eigenfunktionen eines Molekiils). Zum anderen ist das Problem der Diagonali-
sierung von W um so einfacher zu l6sen, je weniger oft eine interessierende irredu-
zible Darstellung in der von den zugeordneten Funktionen induzierten Darstel-
lung I' enthalten ist. Gehen wir von der Hinheitsgruppe als Untergruppe aus
(Fall 2), dann ist die induzierte Darstellung die regulire Darstellung von & und
enthilt als solche zwar jede irreduzible Darstellung von &, aber die Héufigkeit
ihres Auftretens entsprechend dem BurwnsipEschen Satz erschwert unter Um-
stinden die Diagonalisierung von W erheblich. Gehen wir dagegen von der identi-
schen Darstellung einer anderen Untergruppe 1 aus, so konnen damit im
allgemeinen nur Eigenfunktionen ganz bestimmter Rasse beschrieben werden.
Variiert man andererseits fiir eine gegebene Untergruppe die zugehdrige irreduzible
Darstellung, so zeigt der Induktionssatz, dall jede irreduzible Darstellung von &
mindestens einmal als Bestandteil der auf diese Weise erzeugten Darstellungen
auftritt. Die Moglichkeiten einer giinstigen Wahl von 1l und y@ sind aber in
unserem Formalismus gegeben.

Wie schon zu Beginn erwahnt, ist der Anwendungsbereich der zugeordneten
Funktionen nicht auf Einteilchenfunktionen beschrinkt. Fiir Mehrteilchenfunk-
tionen aber ist folgende Bemerkung von Interesse. Gehoren die fiir den Satz ausge-
wihlten Eigenfunktionen von s alle zum gleichen Beobachtungsergebnis einer
weiteren Observablen #', so gilt dies auch fiir die zugeordneten Funktionen.
Aus dieser Feststellung kann der SchluBl gezogen werden, dafl die dem Pauli-
Prinzip entsprechende Forderung an KEigenfunktionen eines Mehrelektronen-
systems, antisymmetrisch gegentiber Permutationen der Elektronen zu sein, auch
die zugeordneten Funktionen betrifft. Ebenso 16t sich ein Satz von Eigenfunk-
tionen gleicher Spinmultiplizitdt mit zugeordneten Funktionen derselben Spin-
multiplizitit beschreiben. Von diesem Umstand wird in den Anwendungen Ge-
brauch gemacht werden, die weiteren Arbeiten vorbehalten sein sollen.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir finanzielle Unterstiitzung.
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