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Unter dem Begriff zugeordnete Funktionen werden im folgenden solche Funktionen unter- 
sucht, die aus einem Satz von Eigenfunktionen eines hermitischen Operators durch eine 
lineare Transformation hervorgehen. Es wird ein zugeordnetes Variationsproblem diskutiert. 
Ftir gegebene Symmetrien des Operators bieten sieh dabei spezielle Transformationen an, 
die in allgemeiner Form behandelt werden. Die Diagonalisierung der zugehSrigen Energie- 
matrix wird besprochen. Die lokalisierten Funktionen yon KOSTEt~, die ~quivalenten Funk- 
tionen yon HALL und die Walmierfunktionen erseheinen in diesem Zusammenhang als Spezial- 
f~lle. Auf die Verwendung der zugeordneten Funktionen fiir Probleme der Quantenchemie 
wird hingewiesen. 

The notion associated functions (zugeordnete Funktionen) means in the following functions 
resulting from linear ~ransformation of a set of eigenfunctions belonging to a hermitian 
operator. An associated variational problem is formulated. For given symmetries of the 
operator, suitable transformations are treated. The diagonalization of the corresponding 
energy matrix is discussed. In this connection, KOSTEI~'S localized functions, HALL'S equi- 
valent functions and WA~c~IEg's functions appear as special cases. Possible applications of 
associated functions to quantum chemical problems are indicated. 

Par la notion fonctions associ6es (zugeordnete Funktionen) on entendra duns ee qui suit 
des fonctions r6sultant d'un ensemble de fonctions proprcs d'un op6rateur hermitique par 
une transformation lin6aire. Un probl~me variationel assoei6 sera discnt6. Pour des sym6tries 
donn6es de l'op6rateur des transformations sp6eielles s'offrent, qui seront trait6es d'une mani~re 
g6n6rale. La diagonalisation de la matrice d'6ncrgie associ6e sera discut6e 6galement. De ce point 
de rue les fonctions loealis6es de KOST~R, les fonctions 6quivalentes de H ~ L  et les fonctions 
de WA~lelE~ apparaitront comme des cas sp6ciaux. On indique aussi la possibflit6 d'appliquer 
les fonctions associ6es duns des probl~mes de la chimie quantique. 

Es is t  eine erfolgreiche Prax is  fiir die Behand lung  der  SchrSdingergleichung 
eines Molekfils mi t  s ta r rem Kerngeri is t ,  ihre E igenfunkt ionen  aus Eigenfunkt ionen  
einer korrespondierenden Einelekt ronengle ichung zu approximieren ,  bei tier die 
Wechselwirkung tier E lek t ronen  un te re inander  s te l lver t re tend  du tch  ein Abschirm-  
feld beschrieben wird.  Es en tspr ich t  anderersei ts  der  lqa tur  der  chemischen Frage-  
stellung, Eigenschaf ten  des 1Vfolekfils zurt ickzufi ihren auf  Eigenschaf ten  yon 
Molekfilteilen und  die Topologie ihres Zusammenhangs .  Demgem/~$ kann  eine 
Methode,  bei der  die Eigenfunkt ionen  des Molekiils aus solchen F u n k t i o n e n  l inear  
kombin ie r t  werden,  die sich wesentl ich au f  Molekfilteile beziehen, insofern mehr  
als ein N/~herungsverfahren sein, als sic dem erws Bedfirfnis in durchsicht iger  
Weise Rechnung  tr~gt .  I s t  es speziell mSglich, gleichart ige Stellen ira Molekiil,  
repr/~sentiert durch  gleichart ige Molekfilteile mi t  gleichart iger  Umgebung  zu finden, 
so gewinnt  das genannte  Verfahren an Bedeutung,  da  es sich auf  gleichart ige 
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Funktionen, die sieh hSehstens dureh Bezugspunkt und Orientierung der Elek- 
tronenkoordinaten unterseheiden, stfitzen kann. Schon auf der N~herungsstufe 
des Einelektronenmodells kann das Vorliegen gleiehartiger Stellen zum AnlaB ffir 
einen entspreehenden Aufbau der zugehSrigen Einelektroneneigenfunktionen 
gemaeht werden. Der in der Ebene trigonal gebundene Kohlenstoff mit unge- 
s~tttigter z-Bindungsvalenz ist ein besonders wiehtiges Beispiel eines 1V[olekfilteils, 
der gleichartig bei einer groBen Zahl yon 3/[olekfilen auftritt. 

Gleiehartige oder ,,gquivalente" Funktionen in Molekfilen sind yon L ~ A ~ D -  
Jo~-~s und PoPL~ [4] diskutiert und yon HALL [1] speziell hinsichtlieh gewisser 
Transformationseigensehaften untersueht worden. Von K o s T ~  [3] ist in Analogie 
zum Anfbau der Blochfunktionen aus Wannierfnnktionen [8], den ~quivalenten 
Einelektronenfunktionen des Translationsgitters, gezeigt worden, dab aueh bei 
allgemeinen rgumlichen Symmetrien des Energieoperators eines Einelektronen- 
problems die exakten EigenfunktJonen streng als Linearkombinationen yon/~qui- 
valenten Funktionen interpretierbar sind und dab diese gquivalenten Funktionen 
aus einem Variationsproblem gefunden werden kSnnen. 

Obwohl alle diese Uberlegungen, den linearen Aufbau yon Eigenfunktionen 
aus/tquivalenten Fnnktionen betreffend, am Einelektronenproblem vorgenommen 
sind, wird yon dieser Eigenschaft bei der mathematisehen Deduktion kein Ge- 
braueh gemacht. Die Resultate gelten also aueh fiir die LSsungen eines Mehr- 
elektronenproblems. Diese Tatsaehe legt es einerseits nahe, die Mehrelektronen- 
eigenfunktionen eines Systems, wenn mSglieh, aus gquivalenten Mehrelektronen- 
funktionen aufzubauen und so zum Beispiel die exakten Eigenfunktionen eines 
starren Molekiils formal zu diskutieren. Yerbunden damit gewinnt natfirlieh eine 
explizite Bereehnung yon ~quivalenten Mehrelektronenfunktionen an Interesse. 
Andererseits entsteht die Frage nach dem Zusammenhang einer solchermaBen 
aufgebauten L6sung mit entspreehend zerlegten Eigenfunktionen yon Einelek- 
tronenmodellen mit dem Zweck einer kritischen Analyse ihres N~herungseharak- 
ters. Da das zweite Hfiekelsche ~herungsverfahren  in einer Zerlegung der 
s-Xlektronenfm~ktionen in itquivalente Kohlenstoff-pz-Funktionen besteht, kann 
es als eine Methode der besprochenen Art mit vereinfachenden Annahmen fiber 
die itquivalenten Einelektronenfnnktionen angesehen werden. Eine Verbesserung 
dieses Verfahrens kann in einer verbesserten Approximation der gquivalenten 
Funktionen gesucht werden. Die Erweiterung des zweiten ttiickelschen N~herungs- 
verfahrens dureh Mitberfieksichtigung yon pz-Funktionen h6herer Hauptquanten- 
zahlen, wie sie yon tTIAR, TMA~I~ [2] und einem yon uns [5] gegeben wurde, ist eine 
spezielle Approximation in diesem Sinne. Die Rolle yon Kohlenstoffatomfunk- 
tionen anderer Rasse (z. B. d-Funktionen) sollte in dem ~llgemeinen Form~lismus 
ffir ~tquivalente Funktionen leicht iibersehaubar sein. Das generelle Studium 
~tquivalenter Funktionen am zweidimensionalen Graphitgitter mit dem Ziel einer 
13bertragung auf ungesgttigte Kohlenwasserstoffe liegt nahe. 

Die angesehnittenen Fragen bezeiehnen ein Progr~mm, fiir dessert Durch- 
ffihrung in der vorliegenden Arbeit die mathematischen Voraussetzungen ent- 
wickelt werden sollen. Unter erneuter Ableitung yon Ergebnissen aus [~], [1] 
und [3] wollen wir die erforderliehe Erweiterung dieser Ans~tze in Form einer fiir 
unsere Zweeke geeigneten Gesamtdarstellung fiber ,,zugeordnete Funktionen" 
behandeln. 
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1. Zugeordnete Funktionen. Definition und allgemeine Eigensehaften 

Gegeben seien ein linearer hermitischer OperatorS/~ und ein Satz yon n willkfir- 
lich ausgew/ihlten linear unabh/ingigen Eigenfunktionen ~0k mit Eigenwerten Ek. 
In den beabsichtigten Anwendungen wird 54f Energieoperator eines Ein- oder 
Mehrelektronenproblems sein und die ~0k als seine Eigenfunktionen werden dem- 
nach yon den Koordinaten eines oder mehrerer Elektronen abh~ngen. 

Die EigenwertgMchungen 

nehmen in der Sehreibweise 

t 

die Gestalt 

ftir k -- l, 2, . . . ,  n (1) 

E~-- I E 0 t E2 
% 

0 En 

~ = E~ (2) 
an, in der ~ als n-reihige Operatorenmatrix der Form 

\ 0 

erseheint. I)a die Opera to renmat r ix~  mit allen c-Zahlen-Matrizen C vel~ausehbar 
ist, kann (2) dureh Jhnliehkeitstransformation mit einer niehtsingul/iren Matrie C 
wegen C-12ftvC = Jet ~ auf die Form 

~ = W~ (3) 

oder ausgeschrieben d%fq01 = ~ W ~  fiir i = 1, 2, - . . ,  n gebracht werden, 

wobei zwischen (2) und (3) die Umformungen gelten 

~2 
�9 ~ ~ = C - 1  yJ, W = C - ~  E C  (4) 

qJn / 

~01, ~02, - . ' ,  q0n nennen wir einen den Eigenfunktionen F1, ~0~, . . - ,  ~0n mittels C 
,,zugeordneten Funktionensatz". 

Eine L6sung des Operatorgleichungssystems (3) besteht also in einem Satz 
yon Funktionen ~i und Zahlen W~ mit den Indexwerten i, k = 1, 2, . . . ,  n. 
n linear unabh/~ngige L6sungsfunktionen ~ stellen einen zugeordneten Funktionen- 
satz dar, da dann eine nichtsingul/~re Matrix C existiert, die nach (4) die Trans- 
formation auf n Eigenfunktionen und Eigenwerte erm6glicht. 

Der zweite Tefl unserer Behauptung gilt, da sich zeigen l~gt, dab zu jedem 
linear unabh/ingigen LSsungssystem ~ ein Zahlensystem I~)~ gehSrt, das einer 
auf reelle Eigenwerte diagonalisierbaren M~trix W entspricht. Eine Einsicht in 
diesen Sachverhalt dient gleichzeitig der Formulierung eines dem Gleichungs- 
system (3)/~quivalenten Variationsproblems. 
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Notwendige und hinreiehende Bedingung ffir die MSglichkeit einer Ahnlieh- 
keitstransformation einer Matrix Z auf reelle Diagonalform ist [10], dab Z = X Y 
als Produkt  zweier hermitiseher Matrizen X und Y dargestellt werden kann, wovon 
eine die Eigenschaft hat, eigentlieh positiv definit zu sein. Um diese Zerlegung in 
unserem Fall naehzuweisen, verwenden wir 

die Uberlappungsmatrix S = S t m i t  Si~ ~- (~i, ~k) ; sie ist wegen der linearen 
Unabhgngigkeit der ~t nichtsingulgr, besitzt also eine inverse Matrix S -4, und S 
sowohl wie S -1 sind eigentlieh positiv definit, 

sowie die Matrix des Operators J~f: H = H t mit  Hik ~-(~i,~4f~k). 
Das Gleiehungssystem (3) ffihr~ durch Linksmultiplikation mit  den ~* und 

Integration auf 

H = S W  , 

wenn unter ~g die zu W transponierte Matrix verstanden wird; damit  ist aber 

= S - 1 H  in der geforderten Weise zerlegt und die Diagonals yon 
und natiirlieh auch die von W naehgewiesen. 

J~quivalent zu dem Gleichungssystem (3) ist ein Variationsproblem, das sieh 

wegen spur E = spur W = spur ~V = spur S - 1 H  und mit  den eingeffihrten Bezeieh- 
nungen in der Form ergibt : 

spurS-1H = ~ (S-1)k~ ( ~ , ~ )  

= stationgr unter den Nebenbedingungen (~,  ~ )  = S ~  , (5) 

wobei die vorgegebenen Zahlen Si~ Elemente einer hermitischen, eigentlich positiv 
definiten Matrix S seien. 

Die Variation nach den ~i liefert ngmlich 

,~-IJ/C~ = W--~ , 

wobei die Zahlen W~, die Lagrangeschen Variationsparameter zu den Neben- 
bedingungen, ebenso wie die S ~  Elemente einer hermitisehen Matrix sein miissen. 

Dureh Linksmultiplikationen mit  S ergibt sieh das ursprfingliehe Gleiehungs- 
system (3) 

= 

wobei sich zeigt, da~ die Matrix W zwar nicht hermitisch, aber yon der Form 

W = S W  sein mul3 und insofern durch die geforderte 1Jberlappungsmatrix S mit- 
best immt wird. 

Dariiber hinaus finder man aus S~k = (q~i, Fk)  nnd (4), falls die Transformation 
C auf orthonormierte Eigenfunktionen ffihren soll, den Zusammenhang 

Cr C = S *-~ (6) 

Bei festgelegten Nebenbedingungen, d. h. gegebener Uberlappungsmatrix S 
sind also die einem Satz yon Eigenfunktionen zugeordneten Funktionen nur his 
auf  eine units Transformation, d. h. die Transformationsmatrix nur bis auf eine 
Matrix D mit der Eigenschaft D t S * - I D  = S *-1 festgelegt, und die Transformations- 
matrizen C' and  C, welehe man aus der Diagonalisierung yon W I bzw. W erh~lt, 
stehen zueinander in der Beziehung C / = C D .  Es sei noch darauf hingewiesen, 
dagt der Forderung spurS-1H = Minimum mit  den Nebenbedingungen yon (5) 



336 E. Rve~ und A. SC~5~OFER: 

diejenigen zugeordneten Funktionen entsprechen, die zu den n tiefsten Eigen- 
werten gehSren. Falls die Matrix S der Einheitsmatrix gleichgesetzt wird, lautet 
das Variationsproblem 

spurH = stationgr mit (~0t, ~ )  = (31~, (7) 

und die Variation ffihrt unmittelbar auf die Gleiehung (3) mit hermitischer 
Matrix W. 

2. Zugeordnete Funktionen bei Eigenwertproblemen mit Symmetrie 
Es liegt im wesentlichen an der Anpassungsfi~higkeit der einem Satz yon Eigen- 

funktionen zugeordneten linear unabh~ngigen L5sungen eines Gleichungssystems 
(3) an Besonderheiten in der Struktur des Operators Jr ~ dab eine Diskussion eines 
Eigenwertproblems (2) auf dem Umweg fiber oder in Verbindung mit (3) Vorteile 
bringen kann. Rein formal beinhaltet diese Anpassung eine geeignete Festlegung 
der unit~ren Transformation D neben geeigneter Wahl yon S. Im besonderen ge- 
s~attet das Bestehen einer Symmetrie, die Vertauschbarkeit des Operators ~ mit 
den Elementen einer Symmetriegruppe | eine in mancher Hinsicht interessante 
Spezialisierung des Gleichungssystems (3) bzw. des Variationsproblems (5), die wir 
jetzt untersuchen wollen. Fiir das folgende sei (~ die Symme~riegruppe yon 5~f. 

Nehmen wir an, dab der Satz yon Eigenfunktionen ~pk in bezug auf die Sym- 
metrieoperationen aus (~ abgeschlossen sei. Dies ist beispielsweise garantier~, 
wenn mit einer Eigenfunktion zum Eigenwer~ E~ auch alle Hnear unabhiingigen 
Eigenfunktionen zum selben Ek dem ausgew~hlten Satz angeh5ren. Die Eigen- 
funktionen induzieren dann eine Darstellung F yon | und es gibt eine Zerlegung 
der Form 

t 

r = F, zl r (1) (8) 
z = l  

Dabei kennzeichnen die F (l) irreduzible Darstellungen yon 1~ und die ganzen 
Zahlen zt die Haufigkeit, mit der sie in ff  auftreten. Da Eigenfunktionen sieh 
grunds~tzlich nach den irreduziblen Darstellungen klassifizieren lassen, liegt 
folgende Umbenennung auf der Hand:  

E~-*E~ 1 ) ' w ~  l , . . . , n z ,  j =  l , . . . , z l  und l =  l , . . . , t  . 

I-Iier unterseheiden die Indizes 

i die Basisfunktionen in einer irreduziblen Darstellung, 
~' die Basisfunktionen verschiedener gquivalenter Darstellungen, 
l die Basisfunktionen in/iquivalenter Darstellungen. 

Es gilt ~ n~ zl = n, wenn n die Dimension der Darstellung T' ist. Nehmen wir 

zufallige Entartungen aus, dann gelten die Orthogonalitatsrelationen 

, ( l)  (1 ~)~ [~ (l) ,( l)  Wj, ~~ = (3jj, (311, (9) 

Da der Satz yon Eigenfnnktionen ~ (1) einen l~aum aufspannt, zu dem die zuge- wig 
ordneten Funktionen als neue Basisvektoren anzusehen sind, is~ F auch die yon 

diesen Funktionen induzierte Darstellung. Andererseits sind die ~0~ aber nicht 

wie die - (l) wi] a priori an die Zerfiillung (8) adaptiert, und in den zugehSrigen Dar- 
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stellungsmatrizen wird diese Zerfg]lung dann erst nach einer Xhnliehkeitstrans- 
formation siehtbar. Die zugeordneten Funktionen dagegen kSnnen, wenn (~ eine 
Gruppe yon Deckoperationen im Raum bezeiehnet, zu Repr/~sentanten s 
valenter, d. h. durch Symmetrieoperationen ineinander fiberffihrbarer l~aum- 
punkte gemacht werden, deren Existenz ]a ffir das Bestehen der Symmetriegruppe 
verantwortlich ist, und sie k6nnen insofern neben der Geometrie des Problems 
weitere wertvolle physikalische Informationen repr~sentieren. Einen solchen Sach- 
verhalt spiegeln mit den Funktionen auch ihre Darstellungsmatrizen wider, wie 
zun~tehst ohne Bezug auf das Eigenwertproblem besprochen werde. 

mq Funktionen ~1) mit i = 1 , . . . ,  m a seien Basisfunktionen eines Dar- 
stellungsraums zu einer irreduziblen Darstellung 7(q) einer Untergruppe 1I yon | 
Dann gilt die Beziehung 

lnq 

dabei sei ~ ein Symmetrieoperator aus 1/; d(q) (~) sei die Darstellungsmatrix zu 
yon 7(q). Zur Erweiterung der Darstellung 7(q) yon 1/ auf eine solche yon | 

sollen folgende Festsetzungen gelten: 
Die Ordnungen yon 1/und | seien g~ und g; 

~1 = 1/, ~2~ " " ", ~s mit s = g seien die Linksnebenklassen von 1I. .q' 
Zu ihrer Erzeugung, 0~ = ~ 1/, durch Linksmultiplikation mit Gruppen- 

elementen ~ aus | sei ein geeigneter Satz ~1 = ~r ~ ,  ""~ ~s  ausgew~hlt. 
Ferner seien die aus ~1) durch Anwendung der Gruppenoperationen ~ entstehen- 
den Funktionen 

voneinander linear unabhs eine Forderung, die immer erfiillbar ist mit 
Funktionen ~ ) ,  welche genfigend allgemein sind, d. h. denen gewisse Trans- 
formationseigenschaften bezfiglich solcher Gruppenoperationen aus | die nicht 
zu 1/gehSren, per definitionem nieht zukommen. 

Die n = m q S  Funktionen ~ ' )  induzieren eine Darstellung /" yon | der fol- 
genden Gestalt : 

mq 

i=I v=l 

Dabei ist ~ ein allgemeines Gruppenelement aus | 
D(z~) (~) ist Teilmatrix der in s gleich breite I-Iorizontal- und Vertikalstreifen 

aufgeteilten Matrix D (~) im Kreuzungsfeld des Horizontalstreifens # u n d  des 
Vertikalstreffens ~. 

In dieser schachbrettartigen Einteilung der Darstellungsmatrizen D(~) yon F 
zeigt sich eine Besonderheit, die der Verg]eich yon (12) mit einer Gleichung ergibt, 
in der (i0) und ( i i )  und die eindeutige Schreibung eines Elementes ~ als Links- 
nebenklassenelement yon !I, ~ ,  = ~ ,  ~ beniitzt wird: 

mq 

�9 ~ ~ ~ - ~ ] i  " 

J = l  

#~ ist dabei durch die Bedingung ~ ,~  - ~ ,  = Element aus 1/zu jedem ~ und # 
festgelegt. Es mul~ also gelten 
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{ d}q) (o~) , f a l l s  gg = Hv -1 H H/~ E l e m e n t  a u s  11 

D}~ ") (H) = 0 andernfalls (13) 

= H~ 1 H H ,  kann bei gegebenem H ffir verschiedene # versehieden sein. Da 
auBerdem zu verschiedenen # versehiedene ,u I gehSren - andernfalls wfirde aus 
H ~  = H~, ~1 und HH~,, = H~, ~ folgen H j  1, H~ = ~-~ ~ 1, und H~ und H / ,  
wgren entgegen nnserer Festsetzung Elemente der gleichen Linksnebenklasse --, 
erkennt man: 

Die Matrizen D (H) der yon den ~4 ") induzierten Darstellung F haben Schach- 
brettstruktur mit s 2 Feldern. In jedem Horizontal- und Vertikalstreifen ist nur 
jewells eine Untermatrix yon Null verschieden, und diese ist mit einer der Matrizen 
aus y(q) identisch. 

Wghrend der Funktionensatz ~41) mit i = 1 . . . . .  mq  die  irreduzible Dar- 
stellung y(q) yon 1I induziert, gibt der Fnnktionensatz ~0{ ~) = H,, 0O{ 1) mit  festem # 
zur gleichen Darstellung y(q) der konjugierten Untergruppe Hs 11 H~ 1 Veranlassung 
und kann insofern als gquivalenter Funktionensatz angesprochen werden. Die yon 
den Funktionen ~s) induzierte Darstellung F zeigt in der Gestalt (12) diesen 
Aufbau aus Darstellungen zu gquivalenten Untersymmetrien, aber nichts yon 
ihrem Aufbau aus irreduziblen Darstellungen zur Gesamtsymmetrie. lq'fir eine 
Zerlegung nach den letzteren hilft der I n d u k t i o n s s a t z  [7, 6]: 

Die ,,yon der irreduziblen Darstellung y(q) einer Untergruppe 11 induzierte" 
Darstellung f '  yon | enthglt eine vorgegebene irreduzible Darstellung F(0 yon | 
ebenso oft, wie F(1), auf die Elemente yon 1I beschrgnkt, also als Darstellung 
yon 11, die irreduzible Darstellung y(q) yon 11 enthglt. 

Die Gruppe ~ des letzten Absehnitts sei im folgenden Symmetriegruppe von~f.  
Ein Satz yon Funktionen ~0~ ~), der wie besprochen aus /iquivalenten l~unktions- 
sgtzen zu | besteht, sei nun gleichzeitig ein Satz yon zugeordneten Funktionen im 
Sinne der zu Anfang gegebenen Definition, d. h. LSsung eines Operatorgleichnngs- 
systems (3). Dazu genfigt es, wenn die n Funktionen q4 s) ein linear unabhgngiges 
LSsungssystem folgender mq Gleichungen sind: 

mq 

~%f ~1) = y ~ "'vW('l~)H~ V} 1) mit i = i,  . . . ,  mq ," (14) 
~=1 v=l 

denn die iibrigen (s - l ) m q  Gleichungen 

5/~ ~) = ~ --vW(f") o2=~,~}~) mit i = 1, . . . ,  m q  ," /z = 2,  ' ' ' ,  s (lla) 
t=1 ~=1 

entstehen aus (i4) duroh Linksmultiplikation mit H~ unter Benfitzung yon 
H ~  = JgfH u, wenn man setzt 

= ,, ~k ---j~ (H~)  (15)  
~=1 .o=1 

Das Gleichnngssystem (14a) beinhaltet also keine zusgtzliche ~orderung an die 
L5sungen ~').. Die Beziehung (15) gestattet die ",JW(~'~) aus den ..,jW(.! -~ zu berechnen, 

/~(~o) da die ~.~ (H~) naeh (i3) aus der Darstellung y(q) bekannt sind. Speziell lle- 
~ert (13) 

{ ~<q'(HT~H~,H~) f a l l s H ~ = H ~ = # }  /~(~q) ~'1~ , = (~k C~ , 
~i~ (H~)= 0 andernfalls 
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und damit ergibt sich in (15) ftir # = v 

W(tt#) W(.l l)  (t5a) 
i j  = " * ~  

Die fiir zugeordnete Funktionen zu fordernde lineare UnabMngigkeit kann ebenso 
wie ffir das Gleiehungssystem (3) in der Bedingung formuliert werden: 

Die ~berlappungsmatrix S mit S~ ~) -- (~4 ~), ~0 (-~))~ sei eigentlieh positiv definit. 
Ebenso wie innerhalb der Wie ~) finder man fiir die S~ ~) die MSglichkeit der 

Berechnung aus den S~} ~), wenn man die Unitaritgt der Operatoren ~ in der Form 

( ~ ) , C  ~) "~ ~(, 

benfitzt. Es fo]gt dann 

~ n(.o~) (o~-l~ . (i6) 
~'=1 0=1 

speziell unter Benfitzung yon (i3) 

S(##) S m) (16a) i] = "~ij 

Da die Uberlappungsmatrix hermitisch, ~lso ,q(~.~)* = S~ ") sein mul~, ergibt sich 
aus (16) fiir die Wahl der ,q!~) die einschrgnkende Bedingungsgleichung 

N()y)* ,q(ie) T)<Ol) ~ ,  = ~ (.~;1) (iv) r'a]k ~ k i  
~=1 0=1 

Eine mit (17) vertrggliche Wahl ist beispielsweise 

mit der Konsequenz 
S(z,) = ~j  d,, (t8a) 

d. h. die q0{') bflden ein Orthonormalsystem. 
Ebenso wie das Gleichungssystem (14) gegenfiber (3) reduziert erseheint, tr i t t  

fiir das korrespondierende Variationsproblem eine Vereinfachung ein. Es lautet 
wegen (15a) 

~,~ n;  ( ~  , ~  we ~ = s t a t i o n g r  u n t e r  d e n  
i, ~=1 ~=1 

Nebenbedingungen (~9~ 1), Qg0 "v)) = .~,,qq') (19) 

Wird die Annahme (t8) getroffen, so wird aus (t9) 
mq 

(1) (1) (qo~ , 5/0 ~ ) = stationgr unter den 
i=1 

Nebenbedingungen (~) ,  q0} ~)) = d~ dl~ �9 (19a) 

Die dem Gleiehungssystem (14) bzw. dem Variationsproblem (19) oder (19a) 
entspreehenden L6sungen sind zugeordne~e Funktionen; die Diagonalisierung yon 
W nach (4) fiihrt zu den Eigenwerten bzw. zu den Eigenfunktionen, und diese 
gehSren zu den irreduziblen Darstellungen yon F, deren Auffmdung mit dem 
Induktionssatz gelingt. 

Ersetzt man in (19) bzw. (19a) die Forderung der Stationaritgt dutch die naeh 
dem Minimum, dann erhglt man auf diese Weise zu jeder in F enthaltenen irredu- 
ziblen Darstellung /'(z) die z~ nt Eigenfunktionen mit den tiefsten Eigenwerten. 
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3. Die Diagonalisierung yon W 

Die LSsung von (14) bzw. (19) oder (19a), eine Aufgabe am speziellen Problem, 
sei gefunden. Die Anffindung der Eigenfunkt ionen und Eigenwerte  bes teht  dann  
in der Diagonalisierung yon W ,  und diese sei im folgenden diskutiert .  Sie geschieht 
in zwei Schrit ten. 

a) Wir  stellen, a m  besten mi t  Hilfe des Indukt ionssatzes ,  die Zerlegung (8) 
der yon den '9~) induzierten Dars te l lung/~  in ihre irreduziblen Bestandtefle lest. 
Ffir jedes in /~ vo rkommende  ~q) legen ~_r bes t immte  Darste l lungsmatr izen 
Dq) (~)  zugrunde, zweckmggigerweise in uni tgrer  Form.  Mit diesen bilden wir die 
Opera~oren 

i j = ~ - ~  ij ( ~ ) ~  . (20) 

Die ni Funkt ionen  ~/~l). _= ~ij~(z)~,~ i = l ,  . .  �9 nz, die dureh Anwendung der _~!0_, 
mi$ fes tem j auf  eine beliebige Funk t ion  % entstehen, bilden [9] (falls sie nieht  
identisch verschwinden) jeweils eine Basis fiir die irreduzible Darstel lung F(t): 

n~ 

Z~ ~) F, n(1) ~ (~) (21) 
k = l  

Wegen der Eigenschaft  yon  ~})  Projekt ionsoperator  zu sein, bes teht  die all- 
gemeinste M6glichkeit, aus den gegebenen ~(~) Basisfunkt ionen zur /- ten Zeile 
yon Fq) zu gewinnen, in der Bfldung ~ ~(0 ~(~) ffi. . .  -, ., . . . . .  i j ~  * - a n e ]  1, n ~ , k = l ,  . .  

mq nnd v = i . . . . .  s. Natiirl ieh erhal ten wir dabei  im allgemeinen zu v ide  derart ige 
l~'unktionen; nur  ein Tell davon  ist l inear nnabhgngig.  Wieviele das sind, sagt nns 
Gleichung (8): Es  ergeben sich zz linear unabhgngige l~unktionen z u r / - t e n  Zeile 
yon Fq), wenn F (z) zlmal i n / '  auftr i t t .  

Wie sich zeigen lgBt, brauchen wir jedoch gar nicht  alle ~(k ~) zu verwenden;  
es geniigt vielmehr schon ~1), d. h. zz yon den nz* Funkt ionen  .~(0 ~0~1), ~ = i , .  
nl. Bei geeigneter Numerierung** kSnnen wit 

~(z) __~(z) (22) ~j = ~ ~()) , ~ = ~, . . - ,  z~ , 

als linear unabhgngiges Fnnkt ionssys tem wghlen. Alle iibrigen .o~!0 ip(~) zum 
gleiehen i und  1 erweisen sioh als Linearkombina t ionen  der l%nkt ionen  (22). 

Die Gleiehnngen (22), (20) nnd (12) vermi t te ln  eine lineare Transformat ion  
der n linear unabh/ingigen Funkt ionen  ~ )  in die n linear unabhgngigen l%nk-  

--=.(l) t ionen ,~%. ; 

::,.(~) V a(*~) ~(~) (23) 
/~=1 v = l  

ocler in Matr ixform 
= A ~ (24) 

m i t  ~ =-- -(~) (~vi~). Die Elemente  der nichtsingulgren Matr ix  A lauten explizit 

A(~O n~ V Din* (~ ,  qz) z(q) (25) 

�9 Nach dem Induktionssa~z komm~ y(q) z~mal in F(o vor; es mu6 also n~ > mqzl sein. 
�9 * Es kgnn geschehen, dab zungchst ffir ein ]' ~ za ~(.{)., ~v~ ~) = 0 wird. Da es abet ins- 

gesam~ z~ Werte ?" mit ~(.0 ~ )  r 0 gibe, kSnnen wir in diesem 1%11 die Reihen der Darstel- 
lungsmatrizen Du)(,~) so umnumerieren, dab die ers~n za l~unktionen 2(.0 ~(~) nicht ver- 
schwinden. 
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Unser ursprfingliehes Gleichungssystem (14), (14a) der Gestalt (3) geht dureh 
diese Transformation fiber in 

~ )  = E ~  , E = A W A  -~ . (26) 

b) iV[it der Transformation A ist die Diagonalisierung yon W so welt getrieben, 
wie dies dutch Ausnfitzung der Symmetrie allein m6glich ist. Wit haben jetzt 
bereits Funktionen ~(~) die zu den verschiedenen Zeilen i der irreduziblen Dar- T i ]  , 

stellungen _P(~) gehSren. Falls jedoeh F a) mehrfach in F auftritt, brauchen sie 
damit noch nieht Eigenfunktionen ~0~} ) yon J~ zu sein; vielmehr werden sieh im 
allgemeinen Linearkombinationen ergeben: 

zl 
~ ( l )  ~ (1 )  --(1) 

~t =1 
oder in Matrixform 

Nun gilt aber 

~0=B~ 
mit B I I ) ( l l O  ~ ~ ( l l ' )  l:~(') 

= kLPi] i~y )~  ~ i j i ' ]  t = ~i i  t ~ll t ~ ' i ] ]  t �9 

(27) 

(2S) 

• ( z )  ~ ( n ~  (~) . (29) 

die rechts stehende Funktion ist wegen _~!0 24 ~ --.~f.~(') ~0(~z~ --~ ---~--ij mit �9 entartet und 
gehSrt zur / - ten  Zeile yon/7  (1), ist somit naeh (9) gleich .(D Die analoge Gleichung T i i  �9 

folgt aus (22) ffir ~ ) .  Wenden wir daher auf 
zl 

j~ = 1  

~{1 an, so folgt mit (27) 
z~ z l 

~ ( l )  ~( l )  ,-,~jj, ~,~j, Y N']j,  :(~) 
= T i j '  , 

Y = 1  j t  =1  

--(l) d. h. wegen der linearen Unabhgngigkeit der Vii '  

Bq) ~q) i j j l  ~ ~ l ] } t  �9 

Auf Grund unserer speziellen Basiswahl (22) sind also die Matrixelemente yon B 
unabhgngig yon i, ~(a,) = 5.,  ~w ~(') . ~ i j i ~ f l  .~]f l~ SO d a ~  g i l t  

Zl 
~( l )  ~ ( l )  : ( 1 )  ij = ~ (30) "~j] '  T i j '  �9 

Y : 1  

D~eh  die Transformation B geht (26) sehlieglieh in die Form (2) fiber; es ist 
also 

E = B E B - ~ :  C W C  -~ , C =  B A  . (3t) 

B kann somit berechnet werden als Matrix, welehe E diagonMisiert. Wegen (30) 
ist dabei ffir jede zzmal in _V auftretende Darstellung F (n lediglieh ein z>reihiges 
Sgkularproblem zu 15sen, da der Zeilenindex i nieht in B auftritt. Weil F (l) unitgr 
gewghlt wurde, sind die resultierenden Eigenfunktionen ~o~9 aueh beziiglich des 
Index i orthogonal. 

4. Spez ia l f i i l l e  u n d  D i s k u s s i o n  

Der Zweck der vorstehenden Uberlegungen wurde schon in tier Einleitung 
kurz skizziert. Wir erhalten bereits behandelte Speziaffglle, wenn wir fiir y(q) die 
identische Darste]lung yon 1I wghlen. Damit werden ans den gquivalenten Funk- 
tionssgtzen gquivalente Funktionen, wie sie speziell yon Lw~a~D-JO~nS, PoPL~, 

23* 
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und HALL behandelt wurden. Wird augerdem noeh die Untergruppe 11 mit der 
Einheitsgruppe ~ = {#} identifiziert, so ffihrt dies zu dem von KOST~ systema- 
tiseh behandelten Fall. Von KOST~R angeffihrte Beispiele, in denen yon dieser 
Besehr/inkung nieht Gebrauch gemaeht wird, liegen nicht im Rahmen seiner 
Systematik. 

Die genannten Spezialisierungen erhalten wit 

1. indem wit setzen q0(~ ~) --= ~0 (~) ; ~][ ~o (~) = ~(1) ffir alle ~ ans U. 
2. Wird ffir 1I die Einheitsgruppe ~ angenommen, dann ist F die reguli~re 
Darstellung yon | nnd enth/flt als solche jede irreduzible Darstellung yon | 
ebenso oft, wie deren Grad betrggt. Diese Aussage yon B v ~ S l D ~  ist ein Spezial- 
fall des Indnktionssatzes. 
Ffir Fall 2 lauten die Elemente der Matrix A 

nz D(t), t ~  ~ (32) : y 'J , , , ,  . 

ist unit/~r. Daher ergibt sieh nach (26) ffir die Elemente 
\ F n~ I 

v o n  . ~  

~(ZZ') nl 2 r)(1) * T,l-7(rv' ) n( l ' )  
ij~,j, = ~ -  --~J ( ~ , )  " ~ '~ 's '  ( ~ , ' )  �9 

v,~ ! =1 

Nehmen wit ferner unsere ~v (~) als Orthonormalsystem an, 

(~v (~), @+)) = (~ . . . .  (33) 
so ist gemi~g (i4), (14a) 

W (~') = (~0 (~), 5~f@ ~')) (34) 

und damit  schliefilich nach kurzer Zwischenrechnung 

~(ll,) = ~ . ,  &,v ~ n+*  W+I) ij i,j, z., ~'j'~" (~, )  (35) 
t~=l 

Die Diagonalisierung dieser Matrix mittels B liefert gem~g (27) und (22) zu jeder 
(1) irreduziblen Darstellung F yon der Dimension nt ~ Eigenfunktionen 

nl 

@t) ~:gl) ,~(1) ~(1) 
~j Fr  " i , j  = 1 ,  . . .  n l  = ~,#., (36) ~,jj+ , , , 

jt =1  

yon denen jeweils nt zum gleiehen Eigenwert E~ ) gehSren. 
Gegenfiber diesen Spezialfi~llen enth/~lt unsere Betrachtung zuns den 

allgemeinen Formalismus des Kapitels 2 fiber zugeordnete Funktionen, einen 
mathematischen Rahmen, innerhalb dessen neben und an Stelle yon Symmetriefor- 
derungen auch Bedingungen anderer Art eingeffihrt werden kSnnen. So kann z. B. 
eine entsprechende Struktur des Operators ~%f die Einffihrung zweier oder meh- 
rerer ingquivalenter S/~tze yon s Funktionsss nahelegen, ffir deren 
Beziehung zueinander sich aus der Physik des Problems gewisse Annahmen 
anbieten. Ffir die in Kapitel 2 diskutierten Symmetriebedingungen wird der 
Indnktionsmechanismus zum Ausgangspunkt der Betrachtung gemacht, und 
damit wird es mSglich, die Wahl der Untergruppe 1I und ihrer irreduziblen Dar- 
stellung y(q) v611ig often zu halten nnd gleichzeitig die damit  zu beschreibenden 
Eigenfunktionen zu fibersehen. In  Verbindung mit einer yon KOST]~ abweichen- 
den Formulierung des Variationsprinzips werden Aussagen fiber und eine An- 
weisung zur Berechnung yon zugeordneten Funktionen zu Eigenfunktionen 
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bestimmter l~asse mit  den jeweils tiefsten Eigenwerten mSglieh. Die freie Wahl yon 
1I und 7 (q) ist dabei yon zweifaehem Nutzen. 

Einmal kann sieh die Verwendung yon Funktionen mit  vorgegebenem Trans- 
formationsverhalten beziiglieh bestimmter Untersymmetrien im Rahmen einer 
N/~herung anbieten (z. B. die Verwendung yon Atomzustgnden bestimmter I~asse 
fiir Eigenfunktionen eines Molekiils). Zum anderen ist das Problem der Diagonali- 
sierung yon W um so einfaeher zu 16sen, je weniger oft eine interessierende irredu- 
zible Darstellung in der yon den zugeordneten Funktionen induzierten Darstel- 
lung F enthMten ist. Gehen wit yon der Einheitsgruppe als Untergruppe aus 
(Fall 2), dann ist die induzierte Darstellung die reguls Darstellung yon | und 
enth/ilt als solehe zwar jede irreduzible Darstellung yon | abet die Haufigkeit 
ihres Auftretens entspreehend dem Bua~sIDEsehen Satz ersehwert unter Um- 
st~nden die Diagonalisierung yon I f  erheblieh. Gehen wir dagegen yon der identi- 
sehen Darstellung einer anderen Untergruppe lI aus, so kSnnen damit im 
allgemeinen nut  Eigenfunktionen ganz bestimmter Rasse besehrieben werden. 
Variiert man andererseits fiir eine gegebene Untergruppe die zugehSrige irreduzible 
Darstellung, so zeigt der Induktionssatz, dag jede irreduzible Darstellung yon | 
mindestens einmal als Bestandteil der auf diese Weise erzeugten Darstellungen 
auftritt. Die M6gliehkeiten einer giinstigen Wahl yon 1i und y(q) sind abet in 
unserem Formalismus gegeben. 

Wie sehon zu Beginn erw&hnt, ist der Anwendungsbereieh der zugeordneten 
Funk~ionen nieht auf Einteilehenfunktionen besehrankt. Fiir I~lehrteilehenfunk- 
tionen abet ist folgende Bemerkung yon Interesse. GehSren die fiir den Satz ausge- 
w~hlten Eigenfunktionen yon 2/F alle zum gleiehen Beobaehtungsergebnis einer 
weiteren Observablen 54 ~', so gilt dies aueh fiir die zugeordneten Funktionen. 
Aus dieser Feststellung kann der Sehlug gezogen werden, dab die dem Pauli- 
Prinzip entspreehende Forderung an Eigenfunktionen eines Mehrelektronen- 
systems, antisymmetriseh gegeniiber Permutationen der Elektronen zu sein, aueh 
die zugeordneten Funktionen betrifft. Ebenso l&ftt sieh ein Satz yon Eigenfunk- 
tionen gMeher Spinmultip!izit/~t mit  zugeordneten Funktionen derselben Spin- 
multiplizit/~t besehreiben. Von diesem Umstand wird in den Anwendungen Ge- 
brauch gemaeht werden, die weiteren Arbeiten vorbehalten sein sollen. 

Der Deutsehen Forsehungsgemeinsehaft danken wir fiir finanzielle Unterstiitzung. 
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